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该文章是看 Stochastic Differential Equations and Diffusion Models [1]的学习笔记。

1 Discrete-Time Markov Processes

离散马尔可夫过程由一系列的随机变量定义，每个随机变量的分布只依赖于上一时刻的随机变量的分
布，因而给定当前状态下，过去和未来是相互独立。

X0, X1, ..., Xi−1 ⊥ Xi+1, Xi+2, ...|Xi (1)

这些随机变量的联合分布可以拆解为初始状态的分布和每一时刻的转移分布的乘积。

P (X0 = x0, X1 = x1, X2 = x2, ...) = P (X0 = x0)
∏

t∈{1,2,...}

P (Xt = xt|Xt−1 = xt−1) (2)

我们着重关注任意时刻的条件分布 (条件概率质量)及边缘分布 (概率质量)，在离散马尔可夫过程的
范畴中如下。

P (Xt = xt|Xs = xs) =
∑
k

P (Xt = xt|Xm = k)P (Xm = k|Xs = xs), t ≤ m ≤ s (3)

P (Xt = xt) =
∑
k

P (Xt = xt|Xm = k)P (Xm = k) (4)

需要注意的是X0, X1, ..., XT 是马尔可夫过程，其反向过程XT , XT−1, ..., X0同样是马尔可夫过程。

2 Continuous-Time Markov Processes

让离散马尔可夫过程中相邻的状态的时间间隔趋于 0，离散马尔可夫过程变换成连续状态的马尔可夫
过程，我们同样可以定义转移分布 (条件概率质量)和边缘分布 (概率质量)。

p(x; t|y; s) =
∫ ∞

−∞
p(x; t|k;m)p(k;m|y; s)dk (5)

p(x; t) =

∫ ∞

−∞
p(x; t|k;m)p(k;m)dk (6)

3 The Kolmogorov Equation

3.1 The Forward Kolmogorov Equation

我们考虑条件概率质量函数在时间上推进了非常小的间隔 dt，可得条件概率质量函数如下。

p(x; t+ dt|y; s) =
∫ ∞

−∞
p(x; t+ dt|m; t)p(m; t|y; s)dm (7)
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3 THE KOLMOGOROV EQUATION 2

不妨简记推进 dt时间的条件概率为

ϕt(∆; z) = p(z +∆; t+ dt|z; t) (8)

则可得m = x−∆，带入 Eq. 7式可得

p(x; t+ dt|y; s) =
∫ ∞

−∞
ϕt(∆;m)p(m; t|y; s)d∆ (9)

我们对 Eq. 9积分内做泰勒展开可得

p(x; t+ dt|y; s) =
∫ ∞

−∞
ϕt(∆;x)p(x; t|y; s)d∆ (10)

−
∫ ∞

−∞
∆

∂

∂x
ϕt(∆;x)p(x; t|y; s)d∆ (11)

+

∫ ∞

−∞

∆2

2

∂2

∂x2
ϕt(∆;x)p(x; t|y; s)d∆+ · · · (12)

注意 ϕt对于∆积分为 1，截断到展开的二次项可得

p(x; t+ dt|y; s)− p(x; t|y; s) = − ∂

∂x
(E∆∼ϕt(;x)[∆]p(x; t|y; s)) (13)

+
1

2

∂2

∂x2
(E∆∼ϕt(;x)[∆

2]p(x; t|y; s)) (14)

我们设定展开的前两项都是 dt阶矩，则有

E∆∼ϕt(;x)[∆] := f(x, t)dt (15)

E∆∼ϕt(;x)[∆
2] := g2(x, t)dt (16)

将 Eq. 14两边除以 dt即得 Kolmogorov Forward Equation，也被称为 Fokker-Planck Equation。

∂

∂t
p(x; t|y; s) = − ∂

∂x
(f(x, t)p(x; t|y; s)) + 1

2

∂2

∂x2
(g2(x, t)p(x; t|y; s)) (17)

以相同的方式，可以得到边缘分布的 Kolmogorov Forward Equation形式。

∂

∂t
p(x; t) = − ∂

∂x
(f(x, t)p(x; t)) +

1

2

∂2

∂x2
(g2(x, t)p(x; t)) (18)

截断的原因：假定在概率分布变化较为平滑，则 ϕt集中在非常小的区域，则有 E[∆3] ≪ O(E[∆]) = O(dt)，
E[∆4] ≪ O(E[∆2]) = O(dt)，因此只考虑 dt阶矩时可以忽略后续展开项。
伊藤过程：ϕt表示在 dt时间内随机变量的变化量的分布，即

dX ∼ ϕt(;X) (19)

E[dX] = f(X, t)dt (20)

Var(dX) = g2(X, t)dt−O(dt2) ≈ g2(X, t)dt (21)

其中 f 称为扩散过程的 drift coefficient，g称为扩散过程的 diffusion coefficient，且该过程重参数化如下，
其中 dw服从均值为 0，方差为 dt的正态分布。

dX = f(X, t)dt+ g(X, t)dw (22)

数值求解：将时间序列离散化，并通过欧拉法做数值积分。假设我们已知 t = 0时刻的值 X0，需要计算
t = 1时刻的值，将时间等分为N 份，则有∫ X1

X0

dX ≈
N∑
i=1

fi

∫ i
N

i−1
N

dt+
N∑
i=1

gi

∫ i
N

i−1
N

dw (23)

=
N∑
i=1

fi
N

+
N∑
i=1

gi

∫ i
N

i−1
N

dw (24)
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注意到第二项的各个积分相互独立，由于 dw之间相互独立，因此以下我们只考虑第一项，第一个积分项
进一步划分成 δt的间隔有 ∫ 1

N

0

dw = lim
∆t→0

1
N∆t∑
j=1

∆wj (25)

且这些∆wj 之间相互独立，都服从均值为 0，方差为∆t，根据中心极限定理，我们知道这些随机变量的
和服从正态分布，且均值为随机变量的均值的和，方差为随机变量的方差的和，即有∫ 1

N

0

dw ∼ N (0,
1

N
) (26)

因此认为每个积分项为该分布的一个采样，带入 Eq. 24得∫ X1

X0

dX ≈
N∑
i=1

fi
N

+
N∑
i=1

gi∆wi (27)

3.2 The Backward Kolmogorov Equation

我们考虑时间向前推进 ds，通过类似的泰勒展开和截断过程有

p(x; t|y; s− ds) =

∫ ∞

−∞
ϕs−ds(∆; y)p(x; t|y +∆; s)d∆ (28)

=

∫ ∞

−∞
ϕs−ds(∆; y)p(x; t|y; s)d∆ (29)

+

∫ ∞

−∞
ϕs−ds(∆; y)∆

∂

∂y
p(x; t|y; s)d∆ (30)

+

∫ ∞

−∞
ϕs−ds(∆; y)

∆2

2

∂2

∂y2
p(x; t|y; s)d∆+ · · · (31)

令 ds趋于零，则可得 Kolmogorov Backward Equation。

− ∂

∂s
p(x; t|y; s) = f(y, s)

∂

∂y
p(x; t|y; s) + g2(y; s)

2

∂2

∂y2
p(x; t|y; s) (32)

4 Reversing Time

给定初始分布 p(x; 0)和 drift及 diffusion coefficients f 和 g，我们可以描述分布随着时间的变化轨迹，
假设在 T 时刻，边缘分布为 p(x;T )，我们是否能够描述分布 q，使得 q(x; 0) := p(x;T )，且轨迹和 p相同，
但时间是逆流的。考虑伊藤积分形式

dX = f(X, t)dt+ g(X, t)dw (33)

即在给定当前时刻的状态X 时，经过很短的时间间隔 dt，状态的变化量为 dX，且其中分布项 dw只依赖
于当前状态，但当反向从 t时刻经过短时间−dt时，该 dw不依赖于X，而是依赖于Xs, s < t，即对于轨
迹 q而言，当前时刻的变化量依赖于其未来的状态，因此不能直接对 Eq. 33直接取负号。
考虑联合分布 p(x; t, y; s)，我们关注在反向过程的条件分布 p(y; s|x; t), s ≤ t，有

p(x; t, y; s) = p(y; s)p(x; t|y; s) (34)

⇒ p(x; t, y; s) = p(y; s)
∂

∂s
p(x; t|y; s) + p(x; t|y; s) ∂

∂s
p(y; s) (35)

= −p(y; s)

[
f(y; s)

∂

∂y

p(x; t, y; s)

p(y; s)
+

g2(y; s)

2

∂2

∂y2
p(x; t, y; s)

p(y; s)

]
(36)

+
p(x; t, y; s)

p(y; s)

[
− ∂

∂y
f(y; s)p(y; s) +

1

2

∂2

∂y2
g2(y; s)p(y; s)

]
(37)
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最后等式分别带入 Kolmogorov Backward Equation 32和 Kolmogorov Forward Equation的边缘分布 18。两
边除以 p(x; t)得

∂

∂s
p(y; s|x; t) = −p(y; s)

[
f(y; s)

∂

∂y

p(y; s|x; t)
p(y; s)

+
g2(y; s)

2

∂2

∂y2
p(y; s|x; t)
p(y; s)

]
(38)

+
p(y; s|x; t)
p(y; s)

[
− ∂

∂y
f(y; s)p(y; s) +

1

2

∂2

∂y2
g2(y; s)p(y; s)

]
(39)

以下我们简化记 fy表示 ∂f
∂y
，q和 p表示 p(y; s|x; t)和 p(y; s)，则上式简化如下

qs = −pf(
q

p
)y −

pg2

2

(
q

p

)
yy

− q

p
(fp)y +

q

2p
(g2p)yy (40)

将第一项和第三项结合，并加和减去 (pg2)y
2

( q
p
)y结合第二项和第四项得

qs = −(fq)y −

(
pg2

2

(
q

p

)
y

)
y

+

(
q

2p
(g2p)y

)
y

(41)

最后加和减去第三项，综合得到

qs = −
((

f − 1

p
(g2p)y

)
q

)
y

− (g2q)yy
2

(42)

将该式子和 Eq. 17对比，就可得 drift和 diffusion coefficient项，逆时间的伊藤积分表示为

dX =

(
f(X, t)− 1

p(X, t)

∂

∂X
g2(X, t)p(X, t)

)
dt+ g(X, t)dw̃ (43)

此处的由于时间是从 T 逆流到 0，则 dt是负的，dw̃服从均值为 0，方差为−dt的高斯分布。

5 Diffusion Model

Score-Based Generative Modeling Using Stochastic Differential Equation [6]采用如下 SDE作为统一的
框架描述 Diffusion Model，Score-based [5, 6]的模型和 Diffusion-based [2, 4]的模型采用不同的 drift和
diffusion系数，其中将 diffusion项简化成只和时间相关。

dX = f(X, t)dt+ g(t)dw (44)

其逆向过程伊藤积分如下

dX = (f(X, t)− g2(t)

p(X, t)
∇Xp(X, t))dt+ g(t)dw (45)

= (f(X, t)− g2(t)∇X log p(X, t))dt+ g(t)dw (46)

注意 Eq. 44和 Eq. 46的 dw不相同。
[6]指出如果 f(X, t)是 affine形式即 f(X, t) = f(t)X，则这个过程始终是高斯分布，对于更泛化的

SDE的讨论可以参考 [3,6]。
Variance Exploding(VE) [5]的前向过程为

dX =

√
d[σ2(t)]

dt
dw (47)

对应的条件概率分布为
p(xt|x0) = N (xt|x0, [σ

2
t − σ2

0 ]I) (48)
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Variance Preserving(VP) [2]的前向过程为

dX = −1

2
β(t)Xdt+

√
β(t)dw (49)

对应的条件概率分布为
p(xt|x0) = N (xt|x0e

− 1
2

∫ t
0
β(s)ds, [1− e−

∫ t
0
β(s)ds]I) (50)

General Form [3] EDM得出在 affine的形式下，即前向过程为

dX = f(t)Xdt+ g(t)dw (51)

其逆向过程对应的概率流 ODE为

dX = (f(t)X − g2(t)∇x log p(X, t))dt (52)

其条件概率分布有着统一的形式。

p(xt|x0) = N (xt|s(t)x0, s
2(t)σ2(t)I) (53)

其中，

s(t) = exp
(∫ t

0

f(ξ)dξ

)
, σ(t) =

√∫ t

0

g2(ξ)

s2(ξ)
dξ (54)

从而其边缘分布为

p(xt) =

∫
Rd

p(xt|x0)pdata(x0)dx0 (55)

=

∫
Rd

pdata(x0)
[
N (x; s(t)x0, s

2(t)σ2(t)I)
]
dx0 (56)

=

∫
Rd

pdata(x0)
[
s(t)−dN (x/s(t);x0, σ

2(t)I)
]
dx0 (57)

= s(t)−d

∫
Rd

pdata(x0)N (x/s(t);x0, σ
2(t)I)dx0 (58)

= s(t)−d
[
pdata ∗ N (0, σ2(t)I)

]
(x/s(t)) (59)

记被扰动后的分布为 p(x;σ)，则有

p(x;σ) = pdata ∗ N (0, σ2(t)I), p(xt) = s(t)−dp(x/s(t);σ(t)) (60)

我们可以重参数化用 s(t)和 σ(t)表示，则有

f(t) =
ṡ(t)

s(t)
, g(t) = s(t)

√
2σ̇(t)σ(t) (61)

代入得到的逆向过程对应的概率流 ODE为

dX =

[
ṡ(t)

s(t)
X − s2(t)σ̇(t)σ(t)∇x log p

(
X

s(t)
;σ(t)

)]
dt (62)

上式为基于 s(t)和 σ(t)的一般表示形式，当简化设定 s(t) = 1时，我们得到了 EDM [3]的 Eq.1如下

dX = −σ̇(t)σ(t)∇X log p(X;σ(t))dt (63)

直观地根据 Eq. 53可知，改变 σ(t)为重参数化时间维度 t，改变 s(t)为重参数化X。
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图 1: EDM [3]框架的总结和整理，详细的推导参考 EDM [3]的 Appendix C
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